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Résumé :
Nous développons une nouvelle approche éléments finis pour des équations aux
dérivées partielles elliptiques de type Stokes sur une surface fermée de R3. La sur-
face considérée est décrite par le zéro d’une fonction de niveau assez régulière. Le
problème se ramène à la minimisation d’une fonctionnelle énergie pour le champ de
vitesse sous contraintes. Les contraintes sont de deux types : (i) la vitesse est tangen-
tielle à la surface, (ii) la surface est inextensible. Cette deuxième contrainte équivaut à
l’incompressibilité surfacique du champ de vitesse. Nous abordons ce problème de deux
façons : la pénalisation et l’introduction de deux multiplicateurs de Lagrange. Cette
dernière méthode a l’avantage de traiter le cas de la limite incompressible d’un écoule-
ment compressible en surface dont nous présentons pour la première fois l’analyse
théorique et numérique. Nous montrons des estimations d’erreurs sur la solution dis-
crète et les tests numériques pour la validation. L’implémentation utilise la librairie li-
bre d’éléments finis [1]. Nous présentons aussi des résultats de simulations numériques
pour une application en biologie : la morphogenèse de l’embryon de la drosophile, du-
rant laquelle des déformations tangentielles d’une monocouche de cellules, avec une
faible variation de l’aire des cellules. La rhéologie des cellules est décrite dans [2]. Ce
phénomène est connu sous le nom de l’extension de la bande germinale.
Abstract
We develop a novel finite element approach for Stokes-type PDEs set on a closed
surface of R3. The surface we consider is described as the zero of a sufficiently smooth
level-set function. The problem can be written as the minimisation of an energy func-
tion over a constrained velocity field. Constraints are of two different types: (i) the
velocity field is tangential to the surface, (ii) the surface is inextensible. This second
constraint is equivalent to surface incompressibility of the velocity field. We address
this problem in two different ways: a penalty method and a mixed method involving
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two Lagrange multipliers. This latter method allows us to solve the limiting case of
incompressible surface flow, for which we present a novel theoretical and numerical
analysis. Error estimates for the discrete solution are given, as well as numerical tests
of validation. The implementation relies on an open-source finite element library [1].
We present numerical simulations for a biological application: the morphogenesis of
Drosophila embryos, during which tangential flows of a cell monolayer take place, with
a low surface-area variation of the cells. The rheology of cells is taken according to
[2]. This phenomenon is known as germ-band extension.
Mots clefs : Films minces, Problème de Stokes, Éléments finis
mixtes, Biophysique
1 Introduction
Les tissus vivants qui composent les embryons lors des stades initiaux de leur mor-
phogenèse sont desmonocouches de cellules, jointives, et entourées de liquides. Le pro-
gramme génétique induit des contractions de certaines de ces cellules, ce qui conduit à
des déformations tri-dimensionnelles des tissus eux-mêmes, ainsi qu’à des écoulements
en surface. Un exemple d’écoulement surfacique est l’extension de la bande germinale
de la Drosophile (fig. 1 et 2), durant laquelle la forme globalement ellipsoïdale de
l’embryon n’est pas modifiée mais un écoulement en surface réarrange les différents
tissus qui forment la surface de l’embryon. Il a été démontré [4] que les matériaux
biologiques formant l’intérieur de l’embryon (corps cellulaires et "jaune" de l’oeuf em-
bryonaire) étaient passivement entraînés par l’écoulement ayant lieu tangentiellement à
la surface [5]. Cet écoulement de surface concerne les surfaces apicales des cellules de
l’embryon (fig. 2C), qui sont formés de réseaux de protéines du cytosquelette, l’actine.
L’observation expérimentale montre qu’avant que l’écoulement n’aie lieu, des mo-
teurs de moléculaires de myosine sont activés le long de structures d’actine présentes
dans les cellules de la bande germinale seulement (fig. 2A), tangentielles à la sur-
face. Les biologistes ont pu montrer que, si ces moteurs moléculaires de myosines sont
empêchés d’agir, l’écoulement n’a pas lieu. Les myosines sont connues pour générer
(a) (b)
Figure 1: (a) Visualisation d’un embryon de drosophile et vecteurs déformation lors du
début de l’extension de la bande germinale, tiré de [3]. Les triangles désignent le sillon
céphalique. (b) Simulation numérique.
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des contraintes compressives, un modèle rhéologique a été validé à l’échelle de la cel-
lule unique [2]. Ces observations nous conduisent à formuler le problème mécanique
comme un écoulement de type Stokes tangentiel à une surface fermée de R3.
D’un point de vue biophysique, l’objectif de ce travail est de montrer que les écoule-
ments constatés expérimentalement (fig. 1) peuvent être expliqués par l’activation de
moteurs de myosine dans la bande germinale uniquement de l’embryon, ainsi que l’on
le constate expérimentalement. Cet écoulement est dissymétrique selon l’axe x, or la
seule dissymétrie dans le problème mécanique provient de la géométrie de l’embryon,
qui présente un "fossé" appelé sillon céphalique (fig. 2A). Nous cherchons à déter-
miner si ce sillon est la cause de la dissymétrie de l’écoulement, afin de tester si la
géométrie de l’embryon peut ainsi être utilisée comme un guide pour des mouvements
morphogénétiques.
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Figure 2: Géométrie de l’emryon de drosophile au cours de l’extension de la bande
germinale. (A) Géométrie initiale. Les cellules couvrent l’ensemble de la surface de
l’embryon, quelques unes seulement sont représentées. (B) Géométrie finale. La forme
de l’embryon est inchangée, mais les cellules qui composent la bande germinale se sont
déplacée par un écoulement en surface. (C) Détail des cellules. Seule l’actine formant
la surface apicale est prise en compte dans la modélisation, les autres structures de la
cellule se comportant comme un fluide relativement peu visqueux et passif aux échelles
de temps de l’écoulement observé.
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2 Modélisation mathématique
2.1 Formulation
Nous considérons le problème de minimisation suivant sur Γ :
(P ) inf
u∈(H1(Γ))d
E(u) (1)
où E est l’énergie dissipée dans matériau considéré que l’on définit par :
E(u) =
∫
Γ
η|D
Γ
(u) |2 ds +
∫
Γ
λ
2
|div
Γ
(u) |2 ds +
∫
Γ
γ|L
Γ
(u) |2ds−
∫
Γ
f · uds.
(2)
Ici, f est un terme source qui permettra de modéliser les contraintes générées par les
moteurs moléculaires demyosine. L’opérateurD
Γ
() représente le taux de déformations
surfacique. Le paramètre scalaire λ correspond à un module de compressibilité et γ à
un paramètre de pénalisation permettant d’imposer un écoulement tangentiel, pour un
choix approprié de l’opérateur L
Γ
(). Des approches de méthodes duales introduisant
des multiplicateurs de Lagrange sont développées pour permettre de passer des écoule-
ments faiblement compressibles ou incompressibles, d’une part, et des écoulements
parfaitement tangentiels d’autre part.
2.2 Résolution par éléments finis
La résolution du problème (P ) nécessite d’introduire une approximation maillée
Γh de Γ . Nous utilisons un maillage isoparamétrique de degré k (voir [1]). Nous in-
troduisons des définitions d’approximations continues de la normale et de la courbure
de Γ sur Γh, qui nous permettent d’obtenir la convergence de notre discrétisation de
(P ). Dans le cas des méthodes duales, des tests numériques de convergence vers une
solution analytique permettent de valider le choix des espaces d’éléments finis pour les
multiplicateurs de Lagrange.
3 Résultats numériques et intérêt biologique
Nous résolvons le problème (P ) sur une surface correspondant à la géométrie de
l’embryon de drosophile, et en utilisant un terme source f correspondant aux obser-
vations des biologistes sur l’activité de la myosine. Ce terme f est non-nul seulement
dans la zone de la bande germinale. Dans cette zone, le vecteur f est la divergence d’un
tenseur d’orientation qui correspond à la polarisation de la myosine que constatent les
biologistes ; le résultat est un vecteur f tangentiel à la surface et tel que f · ex = 0.
La figure 3 montre des écoulements obtenus avec ce modèle. Ceux-ci peuvent être
comparés aux écoulements observés expérimentalement (figure 1). On constate une dis-
symétrie entre la direction des x positifs et négatifs dans l’écoulement. Étant donné que
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Figure 3: Écoulements générés par une contraction locale (zone marquée en bleu) et
anisotrope. (a-d) Cas d’un embryon présentant le sillon céphalique (ce qui correspond
au cas biologique), (e-h) Embryon de même forme mais ne présentant pas de sillon
céphalique. Vues selon l’axe y (a,c,e,g) ou selon l’axe z depuis les z négatifs (b,d,f,h)
du champ de vitesse (a,b,e,f) et des lignes de courant (c,d,g,h). On note que la présence
du sillon céphalique est la cause de l’asymétrie de l’écoulement.
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le matériau est homogène, et que le terme source f est symétrique par rapport au plan
x = 0 (fy,z(−x) = fy,z(x) et fx(−x) = −fx(x) = 0), cette dissymétrie ne peut
provenir que de la géométrie de l’embryon. Si nous utilisons une géométrie symétrique,
sans sillon céphalique (figure 3e-h), la dissymétrie disparaît. Le sillon céphalique agit
donc comme un "guide" pour les mouvements morphogénétiques lors de la formation
de l’embryon.
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